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提  要
  本文在 n = 2 l 维偶数空间上得到广义 Belt rami方程组 D tf ( x ) H ( x ) Df ( x ) = J( x , f ) 2/ nG ( x ) 的伸
张公式,并在 H ( x ) 为对角阵的条件下,给出广义 Belt rami方程组的正则性定理, Cacciopolli型不等式和
可去性定理.此外,还将所有维数的 Beltrami方程组 D tf ( x ) Df ( x ) = J ( x , f ) 2/ nG ( x ) 化为一个/ Belt rami
方程0 .
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k 1.引  言
设 8 是 R
n
上的一个开子集, f : 8 v R
n




, ,, f n ) 是 Sobolev 空间
W
1
p , loc(8 , R
n
) 上的一个映照,它的微分 Df I Lploc( 8 , GL ( n ) ) 由下面的 Jacobian矩阵给
出 Df ( x ) =
5f i
5 x j de er ni , j
.
设 D tf ( x ) 是 Df ( x ) 的转置, J ( x , f ) 是 Jacobian行列式.
定义 1. 1  一个映照 f : 8 vR n 称为K - (弱)拟正则的, 1 < K < ] , 如果有
( i) f I W 1n, loc(8 , R n) ( W1q , loc( 8 , R n) , 1 F q < n ) ;  ( ii) J ( x , f ) E 0, a. e. ;
( iii) max
| h | = 1
| Df ( x ) h | F K min
| h| = 1
| Df ( x ) h | , a. e. .
如果 f 是一个同胚,那么 f 称为K - 拟共形的.
与拟正则映照理论尤其相关的方程组是下面的 n 维 Belt ram i方程组
D
t
f ( x ) Df ( x ) = J ( x , f )
2/ n
G ( x ) (1. 1)
和 n 维广义 Belt ram i方程组
D
t
f ( x )H ( x )Df ( x ) = J ( x , f )
2/ n
G ( x ) , (1. 2)
这里的映照 f 具有非负的 Jacobian,矩阵函数 G ( x ) 和 H ( x ) : 8 v s ( n ) 是对称的.
方程组( 1. 1)可以看成是方程组( 1. 2)当 H ( x ) = I d 时的特殊情形,方程组( 1. 2)的
另一特例是取 G ( x ) = Id 时的情形, 即
D
t
f ( x )H ( x )Df ( x ) = J ( x , f )
2/ n
Id . (1. 3)
  在维数为 2即复平面时, 方程组( 1. 1)等价于复 Belt rami方程
f z = L( z ) f z , (1. 4)
这里 L称为f 的伸张, +L( z ) + = ess sup | L( z ) | < 1, 方程组( 1. 2)等价于广义复 Be-l
t ram i方程
f z = L1( z ) f z + L2( z ) f z , (1. 5)
过里 L1( z ) 和 L2( z ) 满足 ess sup( | L1( z ) | + | L2( z ) | ) < 1, L1, L2视为 f 的第一、二
伸张.另外,方程组( 1. 3)等价于复方程
f z = M( z ) f z , (1. 6)
这里 M视为f 的第二伸张, +M( z ) + ] < 1 (见文[ 1] ) .
在平面情形,对于方程( 1. 4) , Boyaski[ 2]证明条件
+L+ # +S + p < 1  ( p > 2) , (1. 7)
对于 f I W 1p , loc( 8 , R 2) 是充分的条件,这里 S 是奇异积分
S W( z ) = -
1
2PikC W ( Q) dQC dQ( z - Q) 2 , (1. 8)
Lehto 还证明了[ 3] :如果 f I W1q , loc( 8 , R n) 是弱拟正则的, 1 F q < 2, 使得
+L+ # + S + q < 1, (1. 9)
那么 f 是拟正则的.
在平面时, 对于更为一般的广义 Belt rami方程( 1. 5) ,下列条件
+L+ # +S + p < 1  ( p > 2) , (1. 10)
对于 f I W 1p , loc( 8 , Rn ) 是充分的,这里 +L+ = ess sup( | L1( z ) | + | L2( z ) | ) . 并且:
如果 f I W 1q , lo c( 8, R n ) 是弱拟正则的, 1 F q < 2, 使得
+L+ # + S + q < 1, (1. 11)
那么 f 是拟正则的[ 3] .





题.如 S. Donaldson和 D. Sullivan[ 9]的拟共形 4维流形,尤其在偶数维空间, T . Iw aniec[ 10]
取得了许多重要的结果.
以下除特别说明外, 本文记号均同于 T. Iw aniec的文[ 10] .
一个线性映照 A : R 2l vR 2l 称为 (H , G ) - 共形的,如果
AHA
t
= (detA ) 1/ lG  ( det A > 0) . (1. 12)
若 H = Id , 则称为 ( Id , G ) - 共形. 这时引进算子 L(它起伸张的作用)如下
L=
G # - Id
G # + Id
: + l v+ l . (1. 13)
T . Iw aniec证明了下面的重要定理.
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  定理 A  设 A 是 ( Id , G ) - 共形的,那么
( i) A +# = LA
-
# , 在 +
- 上,  ( ii) A -# = LA +# , 在 ++ 上,
这里 A +# W = ( A # W )+ = A # W + (- i)
l * A # W , A
-
# W = ( A # W )- = A # W -
(- i)
l
* A # W . 借助于这个定理,他证明了下面一系列结论.
定理 B  设 f 是 Sobolev 类 W1p l, lo c( 8, R2 l ) 中的弱拟正则映照, 1 < p < 2, 设
Lf ( x ) 是 f 的 Beltrami系数, | Lf | < 1, 如果 | L | +S + p < 1, 那么 f 是拟正则的,即
f I W 1n, loc( 8) , 这里 S 是算子S = ( dd * - d * d ) . $- 1,  d * = * d* .
定理 C  设 f 是具有Beltrami系数 Lf 的拟正则映照. 那么 f I W1p l, lo c( 8, R2 l ) 对所
有使得 | Lf | + S +p < 1的 p > 2成立.
由定理 A, B和 C看到,这些重要结论与平面上的结果极其类似,是平面拟正则映照
理论向高维拟正则映照理论的重要发展.对于更为一般的 (H , G ) - 共形,在平面情形正
如前面所介绍的,经过许多数学家的努力,类似问题已经解决, 但对于高维情形, 目前仍
是不知道的.本文将在偶数维空间下对 (H , G ) - 共形作一些探讨和研究.
我们的主要结果是下面的
定理 1. 1  设 A 是 ( Id , G ) - 共形的,那么 A -# = LA +# : + l v+l , 这里 A -# S A # -
(- 1)
l
* A # * , A
+
# S A # + (- 1) l* A # * , L=
G # - Id
G # + Id
.
定理 1. 2  设 A 是 ( H , Id ) - 共形的,那么
A -# = A
+
# M: +
l v+ l ,
这里 M= -
H # - Id
H # + Id
.
定理 1. 3  设 A 是 ( H , G ) - 共形的, 那么
4( G# + Id ) ( G # - Id) A
-




# ( Id + H # ) ( Id - H # ) - A
+
# ( I d - H # )
2
]








# ( Id - H # ) ( Id + H # ) ] .
利用定理 1. 3, 我们还要给出广义 Belt rami 方程组 D tf ( x )H ( x ) Df ( x ) = J ( x ,
f )
2/ n
G ( x ) 在 H ( x ) 为对角阵的条件下其解的正则性定理, Caciopolli型不等式的估计以
及可去性定理.
此外,本文还将所有维数的 Belt ram i方程组 D tf ( x ) # Df ( x ) = J 2/ n # G ( x ) 化为一
个/ Beltrami方程0, 推广了 T. Iw aniec文[ 10]中的一些相应结果.
k 2.定 理 1. 1, 1. 2, 1. 3 的 证 明
定理 1. 1的证明  由于 AA t = (detA ) 2/ nG , 则有
 A # A # t = (detA ) 2l/ nG # : + l v+ l ,
 ( G # + Id ) ( A # - (- 1) l* A # * ) - ( G # - Id ) ( A # + (- 1) l* A # * )
= 2( A # - (- 1)
l
G # * A # * ) . (2. 1)
利用文[ 10]中引理 2. 13可得




# * A # * = ( det A )
- 2l / n
A # (detA )* *
= (- 1) l ( n- l ) (detA ) 1- 2l / nA # = (- 1)
l
A #  (因 n = 2l ) .
把它代入( 2. 1)式得右边 = 0. 定理 1. 1证毕.
7916期 程金发  方爱农   偶数维空间上广义 Belt rami 方程组及高维空间的 Belt rami方程组
  注  T . Iw aniec在[ 10]中引进了 ++ 与 +- , A +# 与 A -# 来建立 Belt rami方程(即定理
A) .现在我们在定理 1. 1中是对任意的 l - 型式 + l定义A +# 和 A
-
# . 显然,如果让 A
+
# 和
A -# 作用在特殊的 l - 型式,例如 W I +- 或 W I ++ , 则有
( i) A +# W = A # W + (- 1)
l * A # * W = A # W - (- i)
l* A # W = A
-
# W, W I
++ . A -# W = A # W - (- 1)
l* A # * W = A # W + (- i)
l* A # W = A
+
# W , W I ++ .
等式成立是因为当 W I ++ 时, * W = ilW .
( ii) A
-
# W = A # W - (- 1)
l
* A # * W = A # W + (- i)
l
* A # W = A
+





# W = A # W + (- 1)
l
* A # * W = A # W - (- i)
l
* A # W = A
-
# W , W I +- .
等式成立是因为当 W I +- 时, * W = - ilW .
由此可见定理 A可以看成是定理 1. 1的特例.
定理 1. 2的证明  由于 AH A t = (det A ) 2/ nI d, 则
 A # H # A # t = ( det A ) 2l / nI d# = (det A ) Id : + l v+ l .
 ( A # - (- 1) l * A # * ) ( Id + H # ) - ( A # + (- 1) l* A # * ) ( Id - H # )
= 2( A # H # - (- 1)
l * A # * ) = 2( A # - (- 1)
l* A # * H #
- 1
)H # . (2. 2)
由 A # H # A #
t
= ( detA ) Id # , 可得 H #
- 1
= (detA ) - 1A #
t
A # , 利用[ 10]中引理( 2. 13)
得
* A # * H #
- 1
= * A # * A #
t
A # ( det A )
- 1
= * * A # = (- 1)
l
A # .
把它代入( 2. 2)得右边 = 0, 定理 1. 2证毕.
为证明定理 1. 3, 首先推导下面的
引理 2. 1  对于 A 2A 1, A 2, A 1, 有

























[ ( A 2A 1) # + (- 1)
l
* ( A 2A 1 ) # * ] =
1
2
[ ( A 2# + (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# + (- 1)
l
* A 1# * )
 + ( A 2# - (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# - (- 1)
l
* A 1# * ) ] , ( 2. 3)
[ ( A 2A 1) # - (- 1)
l
* ( A 2A 1 ) # * ] =
1
2
[ ( A 2# + (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# - (- 1)
l
* A 1# * )
 + ( A 2# - (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# + (- 1)
l
* A 1# * ) ] . ( 2. 4)
  证  只须将各式右边展开合并即可.













= (detA 2A 1)
1/ l
G , 即 A 2A 1
是 (H , G ) - 共形的.
由引理 2. 1的( 2. 3) , ( 2. 4) ,并利用定理 1. 1和 1. 2, 有
 2( G # + Id ) ( G # - Id ) ( A 2# A 1# + (- 1)
l
* A 2# A 1# * ) ( I d + H # ) ( I d - H # )
= ( G # + Id) ( G# - Id ) ( A 2# + (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# + (- 1)
l
* A 1# * ) ( I d + H # ) ( I d - H # )
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 + ( G # + Id ) ( G # - Id ) ( A 2# - (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# - (- 1)
l
* A 1# * ) ( I d + H # ) ( I d - H # )
= ( G # + Id ) ( G # + Id ) ( A 2# - (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# - (- 1)
l
* A 1# * ) ( I d + H # ) ( I d + H # )
 + ( G # - Id ) ( G # + Id ) ( A 2# - (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# - (- 1)
l
* A 1# * ) ( I d + H # ) ( I d - H # ) .
(2. 5)
同理
 2( G# + Id ) ( G # - Id) ( A 2# A 1# - (- 1)
l
* A 2# A 1# * ) ( Id + H # ) ( I d - H # )
= ( G # + Id ) ( G # + Id ) ( A 2# - (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# - (- 1)
l
* A 1# * ) ( I d + H # ) ( I d - H # )
 + ( G # - Id ) ( G # + Id ) ( A 2# - (- 1)
l
* A 2# * ) ( A 1# - (- 1)
l
* A 1# * ) ( I d + H # ) ( I d + H # ) .
(2. 6)
为方便起见,我们把上面两个等式( 2. 5)和( 2. 6)简记为
M = ( G# + Id ) [ 1] ( I d + H # ) + ( G # - Id ) [ 2] ( I d - H # ) , (2. 5)c
N = ( G# + Id ) [ 1] ( I d - H # ) + ( G # - Id ) [ 2] ( I d + H # ) . (2. 6)c
对照( 2. 5)与 (2. 5)c, ( 2. 6)和 (2. 6)c, 其中 M , N , [ 1] , [ 2]是不言自明的. 解方程组
(2. 5)c, (2. 6)c得
4( G # + I d) [ 1] H # = M ( Id + H # ) - N ( Id - H # ) ,
4( G # - I d) [ 2] H # = N ( Id + H # ) - M ( Id - H # ) .
由于[ 2]与[ 1]完全相同, 因此 (2. 6)c又可改写为
N = ( G # + Id ) [ 2] ( Id - H # ) + ( G # - Id ) [ 1] ( Id + H # ) . (2. 7)
因为 ( G # + I d) 与 ( G # - Id ) , H # 与 (H # + I d ) 及 ( Id - H # ) 可交换,对于( 2. 7) ,有
 4( G # + Id ) ( G # - Id ) NH #
= 4( G # + Id ) ( G # + Id ) ( G # - I d) [ 2] H # ( I d - H # )
 + 4( G # - I d) ( G # - Id ) ( G # + Id ) [ 1] H # ( Id + H # )
= ( G # + Id ) ( G # + I d) [ N ( I d + H # ) - M ( Id - H # ) ] ( Id - H # )
 + ( G # - Id ) ( G # - Id ) [ M ( I d + H # ) - N ( Id - H # ) ] ( Id + H # ) , (2. 7)c
把 M 及N 的具体式代入 (2. 7)c, 并约去公因子化简后得
 4( G # + Id ) ( G # - I d ) ( A 2# A 1# - (- 1)
l
* A 2# A 1# * )H #
= ( G # + Id )
2
[ ( A 2# A 1# - (- 1)
l * A 2# A 1# * ) ( Id - H # ) ( Id + H # )
 - ( A 2# A 1# + (- 1) l* A 2# A 1# * ) ( Id - H # ) 2]
 + ( G # - Id ) 2[ ( A 2# A 1# + (- 1) l* A 2# A 1# * ) ( Id + H # ) 2
 - ( A 2# A 1# - (- 1) l* A 2# A 1# * ) ( Id - H # ) ( Id + H # ) ] . (2. 8)
在( 2. 8)中,令 A = A 2A 1, 即 A 是 (H , G ) - 共形的,那么
 4( G # + Id ) ( G # - Id ) A -# H #
= ( G # + Id )
2
[ A -# ( I d - H # ) ( Id + H # ) - A
+
# ( Id - H # )
2
]
 + ( G # - Id ) 2[ A +# ( Id + H # ) 2 - A -# ( Id - H # ) ( Id + H # ) ] . (2. 9)
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这样就完成了定理 1. 3的证明.
在( 2. 9)中,若 H # = Id , 则 ( G # + Id ) A
-
# = ( G # - Id ) A
+





G # - I d
G # + Id
;若 G # = Id , 则 A
-
# ( I d + H # ) = A
+





Id - H #
Id + H #
.
这些均与定理 1. 1和 1. 2相一致.
k 3.拟 正 则 映 照 的 正 则 性 定 理
设 8 是 Rn 上的一个开子集, f : 8 v R n, f = ( f 1, f 2, ,, f n ) 是 Sobolev 空间
W
1
p , loc(8 , R
n
) 上的一个映照.固定一个有序 l - 重 I = ( i 1, i 2, ,, il ) 和它的余 ( n - l)
重 J = ( j 1, j 2, ,, j n- l ) . 使得 dx I = * dx J . 具体地,令






1 C , C dx i l- 1 ,  x J = xj 1 dx j 2 C , C dx j n- l , (3. 1)
那么
dx I = dx
i
1 C dx i 2 C , C dx il ,  dxJ = dx j 1 C dx j 2 C , C dx j n- l , (3. 2)
使之满足 dxI = * dx J . 然后定义微分形式:
uI= f
*






1 C , C df il- 1,  vJ = * f
*




2 C , C df j n- l ,
duI= f
*
( dx I ) = [ D
t
f ( x ) ] # dxI ,  d
*
vJ = * f
*
( dxJ ) = * f
*
(* dx I ) = * [ D
t
f ( x ) ] # (* dx I ) .
(3. 3)
令 D tf ( x ) = A ( x ) , 那么 du I = A # dx I , d
*
v J = * A # * dx I .




v J , d
-




v J , 则有
引理 3. 1  Beurling- Ahlfors算子 S 交换d+ 和 d- , 即
S . d+ = d- 和 S . d- = d+ . (3. 4)
证  利用文[ 10]定理 8. 1算子 S 的性质( i)和( ii)得




vJ ) = S . ( duI ) + (- 1)
l







同样, S . d- = d+ .
引理 3. 2  设 f = ( f 1, f 2, ,f n) I W1p , loc(8, R
n
) 是(弱) K - 拟正则映照,那么有
| D
t
f ( x ) |
l
| W | F K l | D tf # ( x ) W | ,  对所有 W I + l . (3. 5)
  证  不妨假设 detD tf ( x ) = 1和 | W | = 1. 令 D tf ( x ) = A , A A t = C 和A # A # t













:  1 F i 1 < i 2 < , < il F 2l }
F K l | ## W | = K l | A # W | .
  对于广义 Belt ram i方程组 AH A t = (det A ) 2/ nG . 利用定理 1. 3有
 ( G # + Id ) ( G # - Id ) A -# [ ( H # + Id ) 2 - ( H # - I d) 2]
= ( G # + Id )
2A -# ( I d + H # ) ( Id - H # )
 - ( G # + I d) 2A +# ( Id - H # ) 2 + ( G # - Id ) 2A +# ( I d + H # ) 2
 - ( G # - I d) 2A -# ( Id - H # ) ( Id + H # ) , (3. 6)
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即
 
G # - Id
G # + Id
#
   +
A -# Id -
H # - Id











I d - H #
I d + H #
  I
- A -#
Id - H #
Id + H #
=
G # - I d
G # + Id
理1
2
A +# - A
+
#
H # - I d
H # + Id
2
. (3. 7)
  当 H 为对角阵时, ( 3. 7)作用在标准正交基 { eI : I = ( i 1, i 2, ,, i l ) ,  1 F i 1 < i 2 <
, < il F 2l } 下,是
[ ( 1- k22) L+ k 2L
2










G # - Id
G # + I d



























(1- k 22) L- k 2 L
2
+ k 2I d
,  在 + l 上. (3. 9)
我们把 G 实行对角化,使得 G = O
t
# 1O, O 是正交矩阵,那么 Lf 可简单地写成 Lf =
# 1# - Id
# 1# + Id
















k 1+ k 2


















+ 1 , Li 1 , Li2 , ,, Lil 为 #1 的对角元素.









k 2+ k 1
1+ k 2k 1 |
< 1. (3. 11)
  让 f I W 1p l, loc( 8 , R 2l ) , p E 1, 是一个弱 K - 拟正则的映照, Lf 是由( 3. 9)式定义
的Beltrami系数, +Lf + < 1. 我们将研究雅可比 Df 对于 p I ( p 0, q 0) 的 L locp l可积性,
这里 1 < p 0 < 2 < q 0 < ] 是 Lf 的临界指数, 它们由下列方程所确定 | Lf | +S + p
0
= |
Lf | + S + q
0
= 1. 由文[ 10]的命题 8. 20知 | Lf | +S + p < 1,  对所有 p I ( p 0, q 0) .
引理 3. 3  如果对某个 p I ( p 0, q0) , 有 f I W 1p l , loc( 8 , R 2l ) , 那么 f I W1ql , loc(8 ,
R
2l
) 对所有满足下式的 q , p 0 < q < min
2l
2 l - 1p , q0  $成立.
证  为方便起见, 选取
x I = x
1
dx
2 C , C dx l ,  xJ = x l+ 1dx l+ 2 C , C dx n , (3. 12)
那么
dx I = dx
1 C dx 2 C , C dx l ,  dx J = dx l+ 1 C dx l+ 2 C , C dx n (3. 13)
满足 dxI = * dx J , 然后定义微分形式
u I = f
*
( xI ) = f
1
df
2 C , C df l ,
v J = * f
*
( x J) = *
l+ 1
df
l+ 2 C , C df n,
du I = f
*
( dx I ) = df
1 C df 2 C , C df l = [ D tf ( x ) ] # dx I = A # dx I ,
d
*
v J = * f
*
( dxJ ) = * f
*
(* dx I ) = * [ D
t
f ( x ) ] # ( * dx I ) = * A # * dx I .
  按 A +# 与 A -# 的定义, 有
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v J ,  A -# dx I = du I - (- 1) ld * v J .
  由( 3. 8) ,有 f 的 Belt rami方程
A -# dx I = LfA
+
# dxI , (3. 15)
这里 Lf 由( 3. 9)给出. 显然有
| u I | F| f | | Df | l- 1,  | vJ | F| f | | Df | l- 1. (3. 16)
  由 Sobolev 嵌入定理易知 f I L 2p llo c (8 , R 2l ) . 所以用 H&older 不等式, 有 | f +Df | l- 1











,  r F 2l
2l - 1
p ,
即 uI , vJ I L loc r( 8 , + l- 1) .
为了应用 Beurling-Ahlfors算子, 我们用试验函数 U I C ]0 乘以 u I 及 v J .












vJ ) + (- 1)
l
* [ dU C * vJ ] + dU C uI ,
d
-




( UvJ ) = U( duI - (- 1)
l
d* vJ ) - (- 1)
l
* [ dU C * vJ ] + dU C uI .
由k 3引理 3. 1的证明知
d-U = S . d+U. (3. 17)





U = dU C uI - * ( dU C * vJ ) - Lf [ dU C uI + * ( dU C * vJ ) ]
令
=
W . ( 3. 18)
对 W 有以下估计
| W ( x ) | F ( 1 + | L | ) ( | dU C uI | + | dU C * vJ | ) F 2(1 + | L | ) | ¨U| | f | | Df |
l- 1
.
现在( 3. 17)和( 3. 18)导出方程 d-U= ( I d - LS )
- 1
W . 再利用( 3. 17)可得 d( Uu I ) = (d
+
U
+ d -U) = ( Id + S ) ( I d - LS )
- 1
W . 这表明式子 d ( Uu I ) I L q( + l , R 2l ) , 且有下面的一致
估计
+ d ( UuI ) + q F
1 + + S + q
1 - | L | + S + q
+ W +q F
2(1 + + S +q ) ( 1+ | L| )
1- | L | + S + q
+| ¨U+ f + Df | l- 1 + q .
由恒等式 d ( Udu I ) = Udu I + dU C u I 得
+UduI + q F + d( Uu I ) + q + +dU C u I + q
F
2(1 + +S + q) (1+ | L | )
1- | L | +S + q
+0 1
 , )
+| ¨U+ f +Df | l- 1 + q , (3. 19)
最后利用引理 3. 2有估计
| Df ( x ) |
l F K l | duI | , (3. 20)
从( 3. 19)得 Df I L lqloc(8 , GL ( n ) ) . 引理 3. 3证毕.
循环利用引理 3. 3,很容易建立以下的正则性定理.
定理 3. 1  设 Sobolev空间 W1p l, loc( 8, R 2l ) 中的弱拟正则映照 f 是广义 Belt rami方
程组( 1. 2)的解, 1 < p < 2, Lf 是 f 的 Belt rami系数, | Lf | < 1, 如果 | Lf | + S +p <
1, 那么 f 是拟正则的,即 f I W 1n , loc( 8 , R 2l ) .
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  定理 3. 2  设拟正则映照 f 是方程组( 1. 2)的解,那么对所有满足 | Lf | +S + p < 1
的 p > 2, 成立 f I W 1pl , loc( 8, R 2l ) .
k 4. Caccioppoli型 估 计 和 可 去 性 定 理
定理 4. 1  设 W 1p l , loc( 8 , R 2l ) , 1 < p < 2中的弱拟正则映照 f 是( 1. 2)的解,具体有
Belt rami系数 Lf , p 使得 | Lf | +S + p < 1, 那么
Q8 | U( x ) Df ( x ) | p ldx F Cp ( l , K )Q8 | ¨U | p l | f ( x ) - f 0 | p ldx
对每一个试验函数 U I C ]0 ( 8 ) 和 f 0 I R2 l成立.
定理 4. 2  假设 1 < p < 2, | Lf | +S + p < 1, f 是有界拟正则映照,那么每一个 lp
- 容量为零的闭集 E < R 2l 是可去的.
定理 4. 1和 4. 2的证明可妨 T. Iw aniec的文[ 10] .
k 5. / Beltrami 方 程0
本节我们将所有维数的 Belt rami方程组 D tf # Df = J 2/ nG 化为一个/ Belt ram i方程0.












# = A # + (- 1)
- l ( n- l ) * A # * ,  B-# = A # - (- 1)- l ( n- l ) * A # * . (5. 1)
显然当 n = 2l , W I ++ 或 +- 时,有
B
+
# W = A # W + (- 1)
- l ( n- l ) * A # * W = A # W + (- 1)
- l* A # # ( ? i lW )
= A
?
# W ,  W I +? ,
B
-
# W = A # W - (- 1)
- l ( n- l ) * A # * W = A # W - (- 1)
- l( n- l) * A # # ( ? i lW )
= A
º
# W ,  W I +? ,
引进算子 LB =
G # - (detA )
( n- 2l ) / n
Id #
G # + (detA )
( n- 2l ) / n
Id #
: + l v+ l .
容易证明下面的






l v+ l , l = 1, 2, ,n. (5. 2)
  证  利用文[ 10]引理 2. 13容易导出
G # * A # = (detA )
( n- 2l ) / n
A # * .
因此
 ( G # - ( det A ) ( n- 2l) / nI d ) ( A # + (- 1)- l( n- l ) * A # * )
 - ( G # + ( det A ) ( n- 2l ) / nId ) ( A # - (- 1)- l( n- l) * A # * )
= 2[ (- 1) - l ( n- l ) G # * A # * - (detA )
( n- 2 l) / n
A # ]
= 2[ (- 1) - l ( n- l ) (detA ) 1- 2 l/ nA # * * - (detA )
1- 2l / n
A # ] = 0.
由定理 5. 1, 可建立下面的 Beltram i方程:
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  定理 5. 2  设 f I W 1p , loc( 8, R n) 是弱 K - 拟正则的, LB是f 的矩阵伸张. LB( x ) =
G # ( x ) - J ( x , f )
1- 2l / n
I d
G # ( x ) + J ( x , f )
1- 2l / n
I d
, 那么
( duI - (- 1)
- l ( n- l )
d
*
v J) = LB( x ) ( du I + (- 1)
- l( n- l)
d
*
v J ) . (5. 3)
  证  由( 3. 3)有
du I - (- 1)
- l( n- l )
d
*
v J= A # dx I - (- 1)
- l ( n- l ) * A # * dx I = B
-
# dxI ,
du I + (- 1)
- l( n- l )
d
*
v J= A # dx I + (- 1)
- l ( n- l )
* A # * dx I = B
+
# dxI .
从( 5. 2)直接推得( 5. 3) .
我们称方程( 5. 3)为 f 的 Beltrami方程,相应地 LB 称为 Belt rami系数.
当 n = 2 l时,由定理 5. 1可以推导出文[ 10]的引理 2. 21.而从定理 5. 2可以导出文
[ 10]的定理 7. 1和 7. 2.因而本节推广了文[ 10]中的一些相应结果.
在 0 < A< J ( x , f ) < B< + ] 之下,利用这个Belt rami方程, 可仿 k 3研究所有维
数的 Beltram i方程组的解的正则性.
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